Fourier-Motzkin-Elimination |

Ziel: Entscheide zu einem gegebenen System von Ungleichungen, ob
es zulassig ist.

3x + 2y + 4z < 10
3X + 2z < 9
2X — Y < 5
—-X + 2y — z < 3
—2X < 4
2y + 2z < 7

Erster Schritt: Entferne die Variable x.
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Fourier-Motzkin-Elimination |l

3x + 2y + 4z < 10
3X + 2z < 9
2X — Y < 95
—-X + 2y — z < 3
—2X < 4
2y + 2z < 7
Ist aquivalent zu
x < ¥ -y - 4z
x < 3 — %7
X < 3 4 3y
X > -3 + 2y — Z
X > -2
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Fourier-Motzkin-Elimination ll|

—
o
N

4
X = 3 — 5 = 37
x < 3 ~ %7
5 1
X = 2 *+ 2y
X > -3 + 2y — Z
X > -2

2y + 2z < 7

Dieses System ist genau dann zulassig, wenn das folgende System
eine LOsung hat:

: 10 2 4 2 5 1
min{3 -3y —32 3-35z, 3+3V}

2y + 2z

max{—3+2y —z, -2}
7

IN TV
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Fourier-Motzkin-Elimination IV

- 10 2 4 2 ) 1
min{3 —3y—32 3-3Z 3+3/}

2y + 2z

max{—3+2y —z, -2}
7

IN TV

Dieses System kann folgendermaf3en umgeschrieben werden:

—
o

0 gy -4z > 3 42y -z
§ gz 2
3 - 2z > -3 4+ 2y — z
3 — 2z > -2
3 4+ 3y > -3 + 2y — Z
5 1
> t 3y > =2

2y + 2z < 7
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Fourier-Motzkin-Elimination V

Umwandlung in Standardform:

3V + 3z < 3
Y+ 5z < B
5y — z < 6

sz < 5
5y - z < 3
1 9
—5Y < 5
2y + 2z < 7

lteriere diese Schritte und entferne alle Variablen.



Fourier-Motzkin-Elimination VI

Enstehung der Ungleichungen im neuen System:

8 1 19
3y + 32 < 7

enstand aus

2 -5y - 32> -8+ 2y - 2z
Diese entstand aus den Ungleichungen: / St (re~
1 2 4
X = 3 — 3V — 32
X > -3 + 2y — Zz
Steleerev s
Diese entstanden aus den Ungleichungen: o i~ s (47/
el e e~
3x + 2y + 4z < 10 ”"i{,/”
-x + 2y — z < 3 =T
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Fourier-Motzkin-Elimination VII

Eigenschaften des neuen Systems:

e Es gibt eine Variable weniger.
e Das neue System ist genau dann zulassig, wenn das alte es war.

e Jede Ungleichung im neuen System ist nicht-negative
Linearkombination von Ungleichungen des alten Systems.
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Fourier-Motzkin-Elimination

Sei A e R™"und b e R™ (mit n > 1). Dann gibt es A € R™<("=1) ynd

b € R™ mit m < max{m, mTZ}, sodass qilt:

(a) Jede Ungleichung im System A% < b ist eine positive
Linearkombination von Ungleichungen aus Ax < b

(b) Das System Ax < b hat genau dann eine L&sung, wenn Ax < b
eine Losung hat.

Beweis:
Es sei A= (3/])5211 .......... m Wir entfernen die Variable mit Index 1.
Partitioniere die Zeilenindizes {1, ..., m} wie folgt: .
U = {ie{l,...,m}|aq >0}
L = {ie{l,...,m}|ay <0}
N = e {lsu:gmk| 8y =0}

O.B.d.A (nach Skalierung): |a;1| = 1 faralle i € UU L.
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FOr a; = (gjo, ... ajp) und X = (xo, ... xp) (die leer sind, falls n = 1),
ersetze die Ungleichungen, die zu Indizes in U und L gehoren, durch

ax+ax<b+b, icUkel. (12)
M, = S =6 |, TE<L T E, x {ék

o |U|-|L| neue Ungleichungen
e Jede neue Ungleichung ist eine positive Linearkomination von
gegebenen Ungleichungen.

Die Ungleichungen mit Index in N werden geschrieben als
alx < by [ e N. (13)

= (12) and (13) bilden zusammen ein Ungleichungssystem Ax < b
mit n — 1 Variablen,
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Jede Lésung von Ax < b liefert direkt eine Lésung von Ax < b durch
Einschranken von x = (xq, ..., x,) auf (xo, ..., X,).

Andererseite: Sei X = (xo, ..., Xx,) eine Lédsung von Ax < b. Setze X;
auf einen Wert im (nicht-leeren) Intervall

(max{& % — by | k € L}, min{b; — &% | i€ U}]

wobei min () := oo und max () = —oo.
= X = (X1, Xo, ..., Xp) is @ solution of Ax < b.



Lemma von Farkas

Theorem (Lemma von Farkas far ein System von Ungleichungen)

Fir A€ R™"und b € R™ hat das System Ax < b genau dann eine
Losung, wenn es keinen Vektor v € R™ mit u > 0, u'A = 0! und
u'b < 0 gibt.

4

T%2cee s ":'-—';\h’. Lte enm /(6—//?“ W,‘Z/ /4,({-{
u«/ C«é//2mw*z/ e, o TA=™ u—'ﬂ/

/’

6 < o, ~AEr e o:&/f(ﬂ)% = Je e E <o
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Lemma von Farkas

Theorem (Lemma von Farkas, allgemeinster Fall)

Fiur Ac R™M>xMm B ec RMxN2 G c RMxMm [ c RMxR gc R™ und
b € R hat genau eines der beiden folgenden System eine LOsung:
System 1:
Ax 4+ By < a
Cx + Dy = b
X > 0
System 2:
ulA + viCc > 0!
uB + viD = 0!
u > 0
ula + vib < 0
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Lemma von Farkas

Beweis:
Das erste System ist aquivalent zu

Ax + By < a
Cx + Dy < b
—Cx — Dy < -b
—In, X < 0

Lemma von Farkas fir lineare Ungleichungen: Dieses System genau
dann eine Losung, wenn das folgende System keine Losung hat:

A + uiC — uiC — ui = 0f
uiB + ulD — ulD = o
ula + ulb — ulb < 0
Ui > 0
Uz > 0

U3 > 0

ug > 0

Dieses ist aquivalent zum zweiten System des Theorems. O
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Lemma von Farkas

Corollary (Lemma von Farkas, Varianten)

Far A€ R™7und b € R gilt:

(a) Es gibt genau dann einen Vektor x € R” mit x > 0 und Ax = b,
wenn es keinen Vektor v € R™ mit u'A > 0" und u'b < 0 gibt.

(b) Es gibt genau dann einen Vektor x € R” mit Ax = b, wenn es
keinen Vektor u € R™ mit u’A = 0" und u'b < 0 gibt.

Beweise: Beschranke das vorige Theorem auf . ..
(a) die Matrix C und den Vektor b.
(b) die Matrix D und den Vektor b. O]

Version (a) hat eine geometrische Interpretation.
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Lemma von Farkas: lllustration:

. 2 3
Beispiel: A = ( | ),b1 = (g) und b, = (:1,’)

e by € Cone({@), (?)})

y
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Lemma von Farkas: lllustration:

. 2 3
Beispiel: A = ( | ),b1 = (g) und b, = (:1,’)

e b, kann vom Kegel durch eine Hyperebene, die orthogonal zu
u = (_,) ist, getrennt werden.
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