Algorithm 6: Idealized Ellipsoid Algorithm

Input: A separation oracle for a closed convex set K C R"”, a number
R > 0 with K C {x ¢ R" | x!x < R?}, and a number ¢ > 0.
Output: An x € K or the message “vol(K) < €”.
1 D = O, AO — R2ln;
2 for k=0,...,N(R,¢) = [2(n+1)(nIn(2R) + In(1))| do
3 if p, € K then
4 | return py;

5 | Letae R"”be avector with a'y > alp, forall y € K;
6 by =

7 Pk+1 = Pk + 737 Dk
8 | Axp1 = = (Ax — 757bibl);
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Zu einem durch eine Separationsorakel gegebenem K C R" ¢ > 0,
und R mit K C {x € R" | x!x < R?} kann man mit

O(n(nin(R) + In(1))) Iterationen des IDEALISIERTEN
ELLIPSOID-VERFAHRENS ein x € K berechnen oder (korrekterweise)
“vol(K') < ¢” ausgeben. Jede lteration benatigt einen Orakelaufruf,

O(n?) arithmetische Standardoperationen und die Berechnung einer
Quadratwurzel von einer reellen Zahl.
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Fehler-Analyse
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Problem:

Axa

a die Wurzel nicht exakt ausrechnen.
a Aga

Wir kdnnen in by :=

= Wir mUssen mit gerundeten Zwischenlosungen rechnen.

0, und Ax: exakte Werte
Pk und Ag: gerundete Werte

Aber: p, und Z,; werden aus den gerundeten Werten p,_4 und Ay _ 1
berechnet.

E,; und E, seien die zugehorigen Ellipsoide

Sei o eine obere Schranke fur den absoluten Rundungsfehler, also
Hpk — EI;HOO < ound HAK - AkHoo < 9.

Beim Runden der Eintrage in Z,; sorgen wir dafur, dass die Matrix
symmetrisch bleibt.
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Letrk:Ak—Z;/(andAk:pk—b;.

Es sei || - || fur Vektoren die Euklidische Norm und fir Matrizen die
induzierte Operator-Norm.

Kdnnen annehmen:

Fir jedes x € K gilt (x — Be) Ax (X — ) < 1

FOr px und Ay muss das aber nicht gelten.

= VergroBere das Ellipsoid in jeder Iteration leicht durch Skalierung
von A, um den Faktor o = 1 + m

= Ersetze Z;; durch /ﬁl/{ (und nenne das Ergebnis wieder Z,/(!).

Dann:

ORI ~ e
(X —Px) A (X —pk) = 1 = cLen 1
1+ 55w

o2 ron+1 - T am?




Es qilt

—1
(X —p) A (x—pk) = (x—pe)'Ac (x—px)+
P

(x — ) (A — A )(x — px).
Beschrankung der Summanden:

(x — P Ar (X — pr)

S i S . 1
(x — pk)'Ac (X — px) J1r 2AL A (x — pr)| + ALAc A
|

< 1= 2 Akl 1A (R+ 1Bl + 1AKI2 - 1A
< 1 v 2yns [|Ac | (R+ 1Bl + no?| A |-
Und:
(x — p)U AT = A )(x — pr)
< lx—pel2- 1A - A
< (R+|pkl)? AE1(A/<—Z//<)Z//<_1H
< (R+ D2 1A - 1Ak - Tl
< (R+ D2 1A - 1A - no
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— 1 _ ~ 1
s > 2Vn6 A || (R+IIpkl) + no? A |
3 —~— 1

HR+ [pe)? 1AL - VA 1o
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Auswirkungen der Skalierung auf das Volumen

Ex.1 gehore zur skalierten Version von Ay:

VO|(E/(\+/1) A 1 - 1 1 9
< e 2+ [ 1 + < @ 2nt1) @4ntl) — @ 4(n+1) .
vol(Ex) — 2n(n+1)/) —

Dann
=

VOI(Ex1) voI(Ek+1) VOI(Ex.1)
— < g T det(A .
Vol(Ex) — Vol(Ex) vol(Ey,y) Vae(AccrArs )

Es qilt
—~ —1 —~— —~——1
det(Ak+1Akt1 ) = det (In + (Ak+1 — Akt1) Akt )
(*) .
< lh+ (Akpr — Ak )A1k+1 "
< (14 ITkpa]f - \|/14k+1 )"
< (4 m|Ag )
= e ol At I

wobei Ungleichung () daraus folgt, dass far eine n x n-Matrix A mit Spalten
ai,...,angilt: | det(A)| < I, |lai|l (siehe Ubungen).
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Daraus folgt:

P
VOI(Ex+1) = e_4(n1+1) .e%n25”Ak+1 I,
VO|(Ek) B

B . 1
= Wenn 30[|Ac1 | < 8(n1T)3 gilt, dann folgt nglf,’;-:;) < @ B

— 1
MNAk1 || < 707

< TP
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= Unser Ziel ist 6 so zu wahlen, dass die folgenden Ungleichungen

gelten:
—~ 1 _ ——1 B
. 2\@1 A Il (R+1lpkll) + no?| Ax [l + (R + [lpxlD? 1A
Ac lInd < 4
—~ 1
e 0[[Akr1 || < 4(,,1T)3
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Es sei in lteration k der ELLIPSOID-METHODE § < - gewahit. Dann
gilt:

(a) A, ist positiv definit. =

)
(b) [lpkll < R2K, [|px]| < R2K.

() |IAll < RP2¥, | Al| < A2k, v

(d) A" < R-24k, | A | < R-2ak, o
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Beweis:
Es qilt

[ .

—~-1 n?—11 2 a3
A — —| A
. m | K U n—1 a’Aka
pos. def.

pOos. sem/def )

—_— Nn——" ——

= Ax,1 Ist positiv definit
= Aki1 = nz”: WAk — = +1 bkbt ) ist positiv definit.
Zeige induktiv:

o Ay Ist positiv definit und

A < R-24k.

=l= : —1 .

Es gilt: || 5225 ]| = 5225 < (min{x'Acx | [IxI| = 13) 7 < 1AL
Daher:

t

—~ 1 e 1 aa 9
= <
e < Tt (1014 2 g ) <314
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Beweis (Fortsetzung):
Sei ) kleinster Eigenwert von A, 1 und v ein Vektor mit ||v|| = 1 und
A = VIAk,1v. Dann:

e, S

VIAk v > VIA v —né
> min{u'Aqu|ueR" |ul| =1} — né
1
> —— =N
[Aks1 ||
1
> g — )
3I|A« ||
1 1
> = — no
— 3R 24k
1
2 Bogkil

falls folgendes qilt:

1 1\R2 _ — @°
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L\L
Beweis (Fortsetzung):

Daher ist A 1 positiv definit. :>( )
Und wegen ||A, || = R~2 und

HA/?_H H = R—24k+1

= viAk, 1V folgt
HAk+1 I

w2 1 A ! —24k+1
Mit |[Acyq || < 3]|Ac || folgt auch [|Ax 4 || < R724771. = (d).

Es gilt HAK+1\ 1MHA/<H weil ||A|| < ||A+ Bj| far positiv

semidefinite Matrlzen A und B gilt (siehe Ubungen).
Daher induktiv (mit [|Ag|| = R?):

2

- Al + né < RZ25H

J/

R n
A1l = 1At | + Tl =

\ .

I\
poics 3 |

Und: | Ae || < = ull Al < RP2KH, = (0).

Ak_‘/‘ tp‘_——"‘-,ﬁ yz (/4(( -

e )

=¢¢)



Beweis (Fortsetzung):
Schreibe A, = MM! mit regularer Matrix M. Dann:

1A3| BAAG (M) A(ME) ) ;
bi|| = = ———— — ~ —= < /||Ak|l < R2

H k” \/étTké atAka (Mtat)(Mta) B H k” = 2,
wobei () gilt, weil [|Ax|| = max{x" Ax | |[x|| = 1} fur positive
semidefinite Matrizen A gilt (siehe Ubungen).
Also induktiv (mit py = 0):
Pl < 1l + e e+ V75 <l + R + Vo < Ak + Rt + <L < ekt
= [lPk+1ll < okl +57 1okl < R2KH1. = (b). O

—— i

<Re* <Ro%
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1
2
3
4
5

6

9 return “vol(K) < €”;

Algorithm 7: Ellipsoid Algorithm

Input: A separation oracle for a closed convex set K C R"”, a number
R > 0 with K C {x ¢ R" | x!x < R?}, and a number ¢ > 0

Output: An x € K or the message “vol(K) < €”.

Po = O, AO — R2ln;

fork=0,...,N(R,¢) := [8(n+1)(nIn(2R) +In(1))] do

if p, € K then

| return py;

Let 2 € R” be a vector with a'y > a'p, forall y € K;
by 1= 28 _

NETS
Pk+1 an approximation of p1 := px + 5 bx with maximum error
5 = (26(N(R,e)+1)16n3)_1;

A1 a symmetric approximation of

— N—

Axiq = (1 -+ 2n(1 >n2 1(Ak n+1 bkbt) with maximum error 6;

n—+1)




Lemma

Let ¢ be positive with § < (26(’\’(’?76)“)16n3)_1 where
N(R,€) := [8(n+ 1)(nIn(2R) + In(1))]. Then, in iteration k of the
ELLIPSOID ALGORITHM, we have K C p, + Ex and

k
Vol(Ex) < e 8m 2N RN,

Beweis: Nach Wahl von ¢ gilt ns < (1 — 1) &

4K -
Auf3erdem:
2] g Vv 2 —1 21
e 2/nd ||Ax || (R+|lpxl)+né= |Ax || +(R+IIpxl)e A 1A |l no <
S — | S P W
<R—24k <R2x <R—24k < R2k <R—24k <R—24k
6k 1
on2 < 7z
P——
° 5ﬂAk+1 \JS 4(n1+1)3
th24k

= Ej (gerundet) enthalt immer K, und das Volumen von Ej wird in

:
jeder lteration um mindestens den Faktor e 8+ reduziert.
= Nach O (n(ninR+1n(1))) lterationen endet der Algorithmus mit

korrekter Ausgabe. [
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Flr eine kompakte konvexe Menge K C {x ¢ R" | x'x < R?}, die
durch ein Separationsorakel gegeben ist, findet die
ELLIPSOID-METHODE entweder einen Vektor x € K oder gibt die
Meldung “vol(K) < €” aus. Sie bendtigt O (n(nin R+ 1n (1)))
lterationen, und in jeder lteration werden ein Orakelaufruf, die
approximative Berechnung einer Quadratwurzel und O(n?)

arithmetische Operationen auf O (n (nin R+ In (1))) Bits ausgefhrt.
O
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Die Ellipsoid-Methode fur die Lineare
Programmierung
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SeiAc Q™" beQmund P={x e R"| Ax < b}. Fir

R — 1 + 24n(size(A)+size(b)) ynd ¢ — (2,724n(size(A)+size(b)))—1 o)
Pr.={x€[-R,R])"| Ax < b+ ¢tl}. Dann:

(@ P=0< Pg.=10. /C(ﬂ...,,’7)

n
(b) Falls P # (), dann vol(Pgr.) > (ﬁ) .
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