Schnittebenen-Verfahren

Lemma

Sei H = {x € R" | ¢'x < §} ein rationaler Halbraum, sodass die
Komponenten von c teilerfremd sind. Dann gilt
H=H ={xeR"|cx <[§]}.
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Schnittebenen-Verfahren

Sei P = {x € R" | Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann gilt

P = {x € R" | u'Ax < |u'b] firr alle u > 0 mit u'A ganzzahlig}.
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Schnittebenen-Verfahren

Sei P = {x € R" | Ax < b} ein rationales Polyeder. Dann gilt

P = {x € R" | u'Ax < |u'b] firr alle u > 0 mit u'A ganzzahlig}.

Beweis: “C:” Flrjedes u > 0 qilt P C {x € R" | u'!Ax < u'b}.
Wenn auBerdem u!A ganzzahlig ist, folgt

PCi{xeR"|uAx<u'b};C{xeR"|u'Ax<|u'b]}.
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Schnittebenen-Verfahren

Beweis (Fortsetzung):

“D:” O.B.d.A gelte

X = {x ¢ R"| ulAx < |u'b] fur alle u > 0 mit u'A ganzzahlig} # 0.

Dann gilt auch P +# ().

Sei z € X.

Zu zeigen: z ist flr jeden Halbraum H = {x € R" | ¢!x < §} mit

cecQ", 6 QundP C Hin H, enthalten.

Konnen annehmen: die Komponenten von c¢ sind teilerfremds 52<.4 <£g7,

Das LP max{c'x | Ax < b} ist zuldssig und (durch ) beschréankt.

- max{c!x | Ax < b} = min{u'b | Alu = ¢, u > O}.

Sei u eine Optimallésung des Minimierungsproblems.

Weil 0'A = c' ganzzahlig ist, folgt i'Az < [U'b], also
c'z=U'Az < |U'b] < |6].

Voriges Lemma: z € H,.

Dies gilt fir jeden Halbraum H, der P enthélt. = z € P'. O
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Schnittebenen-Verfahren

Sei Ax < bmit Ae Z"™"und b € Q™ ein TDI-System. Sei
P={xeR"|Ax < b}. Danngit P ={x e R" | Ax < |b|}.
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Schnittebenen-Verfahren

Sei Ax < bmit Ae Z"™"und b € Q™ ein TDI-System. Sei
P={xeR"|Ax < b}. Danngit P ={x e R" | Ax < |b|}.

Beweis: “P' C {x e R" | Ax < |b]|}”

Jede Gleichung in Ax < b liefert einen Halbraum H, und die
entsprechende Ungleichung in Ax < | b] liefert einen Halbraum, der H,
und damit P’ enthalt.
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Beweis (Fortsetzung):

“PPO{xeR"| Ax < |b]|}”

Kénnen annehmen: {x € R" | Ax < |b|} # 0.

Seix c {x cR"| Ax < |b|}, und sei u > 0, sodass u'A ganzzahlig ist.

Voriger Satz: Wir miissen zeigen, dass u'Ax < |u'b].

Das LP max{u’Ax | Ax < b} ist zulassig und (durch u'b) beschrankt.
- max{U'Ax | Ax < b} = min{bly | y > 0, y'A = u'A}.

Ax < bist TDI = das Minimum von einem ganzzahligen Vektor y
angenommen. Daher

VA% = §Ax < §'lb] < |i'b] < |u'b).

= P' D {xcR"| Ax < |b]}. =



Schnittebenen-Verfahren

Wenn P ein rationales Polyeder ist, dann ist P’ ein Polyeder. \

gfwt./g'. aQ((PS' ]P&x("&"‘ G'/P @‘(7961/@& P j(&'(ftf—\

Seslyiebe~ el ols Pkl gk
(/s;z/ A }aa'?’zoén('s czc--ﬂ/( & //""('(o"“"(/ %Ct{—'-ss

Ae =£ 707 r <. P o ?Z"/Sl( < ﬂuSgasé
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Schnittebenen-Verfahren

FUr jede Flache F rationalen Polyeders P qilt F' = F 1 P'.
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Schnittebenen-Verfahren

FUr jede Flache F rationalen Polyeders P qilt F' = F 1 P'.

Beweis: Sei P ein rationales Polyeder. = Wir kdbnnen P schreiben als
P ={x e R"| Ax < b} mit A ganzzahlig, b rational und Ax < b TDI.

Sei F = {x ¢ R"| Ax < b,a'x = 3} eine Flache von P, wobei a'x < 3
mit ganzzahligem a und [ eine gultige Ungleichung far P sei.

= Ax < b, a'x < B ist TDI.

= Ax < b,a'x = 8 is TDI.

3 ist ganzzahlig =

PNF = {xeR"|Ax<|b|,

a'x
/: {x eR"| Ax < |b],a'x < |B],a'x > [B]}
—== F

o, ‘Ses Thoes e
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Schnittebenen-Verfahren

Fir jede Flache F eines rationalen Polyeders P gilt F) = F n P,
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Schnittebenen-Verfahren

Fir jede Flache F eines rationalen Polyeders P gilt F) = F n P,

Beweis: Sei P ein rationales Polyeder und F eine Flache von P.

Zeige induktiv in i: FU) ist leer oder eine Flache von P!) und es gilt
F() = Fn pU),

I = 1: Voriges Lemma

Far /> 1 gilt:
F() — (F(i—1))/ — (,D(i—1))/ N FU—=1) — pl) N (,D(i—1) NF) = PN F. O
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Schnittebenen-Verfahren

Lemma

Sei P C R" ein Polyeder, U eine unimodulare n x n-Matrix und
f(X)={Ux | x € X} faralle X C R". Dann ist 7(P) ein Polyeder.
Wenn auf3erdem P rational ist, gilt (/(P))" = f(P") und (1(P)), = f(P))

v

Beweis:
Wenn P = {x ¢ R" | Ax < b},dann f(P) = {x e R" | AU~ 'x < b} also
ist f/(P) dann ein Polyeder.
Sei P auf3erdem rational.
U unimodular = Ux ist genau dann ganzzahlig, wenn x ganzzahlig ist.
=
(f(P)); = conv({yeZ" |y =Ux,x e P})

= conv({y eR"|y=Ux,x e P,x € Z"})

= conv({y e R" |y = Ux,x € P;})

= f(P)).
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Schnittebenen-Verfahren

Beweis (Fortsetzung):
Kénnen annehmen: Ax < bist TDI, A ist ganzzahlig und b ist rational.

= FUr jeden Vektor ¢ € 7", fur den min{b'y | y!AU~" = ¢!,y > 0}
zulassig und beschrankt ist, ist auch min{b'y | y'A = c'U,y > 0}
zuléssig und beschrankt und ¢! U ganzzahlig.

= AU~ "x < bist TDI.
=

(F(P)) = {xeR" AU 'x < b} = {xeR"| AU 'x < |b]} = f(P).

[
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Schnittebenen-Verfahren

Fir jedes rationale Polyeder P gibt es eine Zahl t mit PO = P,

Beweis:
Sei P C R” ein rationales Polyeder.
Zeige die Aussage per Induktion in n + dim(P).

Der Fall dim(P) = 0 ist trivial.
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Schnittebenen-Verfahren

Beweis (Fortsetzung):

Fall 1: dim(P) < n.

= Es gibt eine rationale Hyperebene K = {x ¢ R" | a'x = 3} mit
PCK

O.B.d.A.: Die Eintrage von a sind teilerfremde ganze Zahlen.

Falls K N 7Z" = (), dann kann 3 nicht ganzzahlig sein. Dann gilt,

PCixeR"|ax<|p|,ax>[B]}=0=P,.

Also: K enthalte ganzzahligen Vektor y.

Konnen annehmen: 0 € K; denn die Aussage gilt genau dann far P,
wenn sie fur P — y qilt.

= 5 =10
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Schnittebenen-Verfahren

Beweis (Fortsetzung):
Bringe die 1 x n-Matrix a' durch elementare unimodulare
Spaltenoperationen in Hermitesche Normalform, also in die Form ae!.

= Es gibt eine unimodulare quadratische Matrix U mit a'U = «ae.
Voriges Lemma: Theorem ist invariant unter der Abbildung x — U~ "x.

= Kdénnen annehmen: a' = ael.
= P = {0} x Q fur ein Polyeder Q C R 1,

Wende Induktionsvoraussetzung auf Q an.
Wegen ({0} x Q); = {0} x Q und ({0} x Q) = {0} x QW fir jedes
t € N folgt die Aussage.
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Beweis (Fortsetzung):
Fall 2: dim(P) = n.
Schreibe P als P = {x € R" | Ax < b} mit A ganzzahlig.

P ist rational, also ist P, ein rationales Polyeder.

Kénnen P, schreiben als P, = {x € R" | Cx < d} mit C ganzzahlig und

d rational.
(_/(/’.'7_ L. 77)

Falls P, = (), wahle C = Aund d = b — A'1l ,, wobei A" aus A entstehe,
indem man jeden Eintrag durch seinen Absolutbetrag ersetzt.

Es qgilt {x € R" | Ax + A1l , < b} = (), weil jeder Vektor x* mit

Ax* + A'tl, < b zu einem ganzzahligen Vektor x mith Ax < b
abgerundet werden konnte.
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Schnittebenen-Verfahren

Beweis (Fortsetzung):

Sei c!x < § eine Ungleichung in Cx < d.

Behauptung: Es gibt ein s ¢ Nmit P(S) C H:= {x ¢ R" | ¢!x < §}.
Daraus folgt direkt das Theorem.

Beweis der Behauptung:

Es gibt 3 > dmit P C {x € R" | ¢c'x < 3}. Denn: Wenn P, = (), gilt dies
nach Konstruktion. Falls P, # 0, gilt es, weil c!x Gber P genau dann
beschrankt ist, wenn es uber P, beschrankt ist.

Annahme: Die Behauptung ist falsch.

= Es gibtv € Z mit 6 <~ < 3, sodass es ein sp € N mit

P() C {x € R" | c!x < ~} gibt, aber kein s € N mit

PE) C{xeR"|clx <~v—1}.

Dann gilt max{cix | x € P$)} = ~ firr alle s > sq.

Denn: Nimm an, dass max{cix | x € P(8)} < ~ fiir ein s gilt.
Dann gilt max{cix | x € P6TD} <~ — 1, well
(xcR"|c!x<v—¢€}; C{xcR"|c'x <~ —1}. Widerspruch



Schnittebenen-Verfahren

Beweis (Fortsetzung):

Definiere F := P(S) N {x € R" | ¢!x = ~}.

= dim(F) < n = dim(P).

Induktionsvoraussetzung: Es gibt ein Zahl s; mit F(S1) = F,. Daher:
Fs) = F, C Pn{xeR"| cx=~} = 0.

F ist Flache von P(%0) also:

) = F&) = pletsinpF — plots)nx e R | ¢lx = 4}.

Es folgt max{clx | x € P($o+s1)1 < ~, was ein Widerspruch ist. O
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