Lemma

Sei (G, u, b, c) eine Instanz des MIN-COST-FLOW-PROBLEMS. Ein

b-Fluss f ist genau dann eine Baumldsung, wenn x € RE(G) mit
Xe = f(e) eine Ecke des Polytops

{x ceRHDI0<xo<u(e) (e€ E(G)), Y Xe— » Xe=b(v) (ve V(G))} .

ecédt(v) ecd—(v)
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Korollar

Sei (G, u, b, c¢) eine Instanz des MIN-COST-FLOW-PROBLEMS. Wenn
es einen b-Fluss (G, u) gibt, dann gibt es eine Optimallésung von
(G, u, b, c), die eine Baumlésung ist.
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Sei (G, u, b, c) ein MINIMUM-COST-FLOW-Instanz mit
zusammenhangendem G. Eine Spannbaum-Struktur ist ein
Quadrupel (r, T, L, U), wobei r ¢ V(G), E(G) = TULU U,

T =|V(G) — 1und (V(G), T) keinen ungerichteten Kreis enthalte.
Der zu (r, T, L, U) assoziierte b-Fluss f ist definiert durch

f(e) =0flreelL,

e)
f(e) = u(e) fir e € U,
fley= > b(v)+ > u(e)— > u(€)far
veCe e’ cUNd—(Ce) e’'cUNdt(Ce)

e ¢ £ T3, wobei C, die Knotenmenge der
Zusammenhangskomponente von (V(G), T \ {e}) ist, die v
enthalte (fir e = (v, w)).

Die Struktur (r, T, L, U) heil3t zulassig, wenn 0 < f(e) < u(e) fur alle

e € Z{T§qilt. Eine Kante (v, w) € 2% T} heil3t Abwartskante, wenn v

auf dem ungerichteten r-w-Weg in T liegt. Sonst heif3t sie
Aufwartskante.
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Eine zulassige Spannbaum-Struktur (r, T, L, U) heif3t stark zulassig,

wenn 0 < f(e) fir jede Abwaértskante e € £ T3 und f(e) < u(e) fur
jede Aufwartskante e € E(T).

Sei (r, T, L, U) ein Spannbaum-Struktur. Die eindeutig bestimmte
Funktion 7 : V(G) — R mit 7(r) = 0 und

c.(e) :=c(e)+n(v) —w(w)=0firalle e=(v,w) € T heif3t das zu
(r, T, L, U) assoziierte Potential.
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Spannbaum-Strukturen

Zu gegebenem (G, u, b, ¢) und gegebener Spannbaum-Struktur
(r, T,L,U) konnen der b-Fluss f und das Potential = zu (r, T, L, U) in
Zeit O(m) berechnet werden.
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Spannbaum-Strukturen

Sei (r, T, L, U) ein zulassige Spannbaum-Struktur und = das
zugehorige Potential. Wenn ¢ (e) > O fur alle e € Lund ¢, (e) < O far
alle e € U,dannistder zu (r, T, L, U) gehdrige b-Fluss optimal.
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Fundamentalkreise

Flr eine Kante e = (v, w) € E(B) \ T mit Zgz I heil3t e zusammen mit

dem w-v-Weg der nur aus Kanten in 7 und Rlckwartskanten von
Kanten in T besteht der Fundamentalkreis von e. Der Knoten im
Kreis, der am nachsten zu r liegt, heil3t Gipfel (peak) von e.
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lllustration:

r
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lllustration:

r

Kosten des Fundamentalkreises = ¢ (&p).
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Algorithm 5: Network Simplex Algorithm

Input: A MIN-COST-FLOW instance (G, u, b, ¢);
A strongly feasible spanning tree structure (r, T, L, U).
Output: A minimum-cost flow f.

1 Compute b-flow f and potential = associated to (r, T, L, U);

e := an edge with ey € L and c.(ey) < 0 or with ¢y € U and ¢, (ey) > 0;
if (No such edge exists) then return 7

4 C :=the fund. circuit of ey (if ¢y € L) or of 50 (if eg € U)andlet p = ¢, (ey);

5 v = mine/E,:-(C) Uf(e/).
6 ¢ := last edge on C with us(€’) = v when C is traversed starting at the peak;

Let e; be the corresponding edge in G, i.e. € = ey or € :51;

8 Remove ¢, from L or U;

10
11
12
13
14
15
16

Set T = (T U{eo}) \{e1};

if & = ey thenSet U =UU{e};

else Set L = LU {e};

Augment f along %’X:Q;

Let X be the connected component of (V(G), T \ {ey}) that contains r;
if e € 67 (X) then Set (v) = n(v) +pforv e V(G) \ X;

ifeg € 67 (X) then Set n(v) =n(v) —pforv e V(G) \ X;

go to line 2;
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